
高等代数作业注意点

主讲: 方颖珏
助教: 曹杰

2025 年 6 月 18 日

第 1 次作业

6.3 节 3, 4, 8
补充. 求下面向量组的一个极大无关组.

α1 = (1, 1, 1), α2 = (2, 1, 0), α3 = (0, 1, 3), α4 = (3, 1, 2).

第 2 次作业

6.4 节 4, 8

第 3 次作业

6.5 节 3, 4

第 4 次作业

6.6 节 2
6.7 节 3, 5

第 5 次作业

7.1 节 4, 5
7.2 节 3, 6
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第 6 次作业

7.3 节 2, 5
7.4 节 2, 3

第 7 次作业

7.5 节 1(ii), 5
7.6 节 1(ii), 2, 4

第 8 次作业

8.1 节 1(i), 4, 7, 8

第 9 次作业

8.2 节 1, 3, 7, 10

第 10 次作业

8.3 节 4, 5

第 11 次作业

8.4 节 2, 6(i)

第 12 次作业

9.1 节 1
补充. 设

A =


0 2 −1

2 0 −1

−1 −1 3

 .

分别使用初等行列变换法和向量组正交化方法求一可逆矩阵 P , 使 PTAP

为对角矩阵.
9.2 节 1, 5
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第 13 次作业

9.4 节 2, 3
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6.3 向量的线性相关性

3. 令 αi = (ai1, ai2, . . . , ain) ∈ Fn, i = 1, 2, . . . , n. a 证明

α1,α2, . . . ,αn 线性相关当且仅当行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

a原题记号修改: 将 αi = (αi1
, αi2

, . . . , αin) ∈ Fn 修改为

αi = (ai1, ai2, . . . , ain) ∈ F
n
.

设 α1,α2, . . . ,αn 线性相关. 则有不全为 0 的 k1, k2, . . . , kn ∈ F 使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn = 0. 写成矩阵的形式, 就是
a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann




k1

k2
...
kn

 =


0

0
...
0

 ,

或者

[
k1 k2 · · · kn

]


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 =
[
0 0 · · · 0

]
.

注意这里的两个矩阵相差一个转置, 容易搞混.
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4. 设 αi = (ai1, ai2, . . . , ain) ∈ Fn, i = 1, . . . ,m 线性无关. 对每一个
αi 任意添上 p 个数, 得到 Fn+p 的 m 个向量

βi = (ai1, . . . , ain, bi1, . . . , bip), i = 1, . . . , p.

证明 {β1,β2, . . . ,βm} 也线性无关.

两种方法: 第一种用向量表示; 第二种用分量表示.
用向量表示. 设 γi = (bi1, . . . , bip), i = 1, . . . , p. 则

βi = (αi,γi), i = 1, . . . , p.

设 k1β1 + k2β2 + · · ·+ kmβm = 0n+p, k1, k2, . . . , km ∈ F . 则
(k1α1 + · · ·+ kmαm, k1γ1 + · · ·+ kmγm) = (0n, 0p).

从而 k1α1 + · · · + kmαm = 0n. 由 {α1, . . . ,αm} 线性无关可得 k1 = · · · =
km = 0. 从而 {β1, . . . ,βm} 线性无关.

用分量表示. 方法类似, 注意区分不同的下标.
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8. 设向量 β 可以由 {α1,α2, . . . ,αr} 线性表示, 但不能由
{α1,α2, . . . ,αr−1} 线性表示. 证明, 向量组 {α1,α2, . . . ,αr−1,αr}
与向量组 {α1,α2, . . . ,αr−1,β} 等价.

由题设, 存在 k1, . . . , kr ∈ F 使得 β = k1α1 + · · ·+ krαr. 因为 β 不能

由 {α1,α2, . . . ,αr−1} 线性表示, 所以 kr 6= 0. 移项可得

αr = −k1
kr

α1 −
k2
kr

α2 − · · · − kr−1

kr
αr−1 +

1

kr
β.

注 1. 题中 α1,α2, . . . ,αr 可能是线性相关的, 所以无法直接使用定理
6.3.2(替换定理).
注 2. 发现好几个同学写成

αr = −k1
kr

α1 −
k2
kr

α2 − · · · − kr−1

kr
αr−1 −

1

kr
β.

后来发现有的是抄习题解答所致. 还请这部分同学自己斟酌. 我只批改作业,
记录作业是否提交, 并不给作业打分.
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补充. 求下面向量组的一个极大无关组.
α1 = (1, 1, 1), α2 = (2, 1, 0), α3 = (0, 1, 3), α4 = (3, 1, 2).

将 {α1,α2,α3,α4} 排成一个矩阵, 通过行变换可得它的一个极大无关
组含有三个向量. 并可取极大无关组 {α1,α2,α3}.

1 1 1

2 1 0

0 1 3

3 1 2

 r2−2r1−−−−→
r4−3r1


1 1 1

0 −1 −2

0 1 3

0 −2 −1

 r3+r2−−−−→
r4−2r2


1 1 1

0 −1 −2

0 0 1

0 0 3

 r4−3r3−−−−→


1 1 1

0 −1 −2

0 0 1

0 0 0

 .

对于这个题目, 可以验证 {α1,α2,α3,α4} 中的任意三个都构成一个极
大无关组.
对于一般的一组向量 {α1,α2, . . . ,αn}. 假设它的一个极大无关组有

r 个向量. 根据推论 6.3.2, 它的任意一个极大无关组有 r 个向量. 但在
{α1,α2, . . . ,αn} 中任意取 r 个向量不一定构成极大无关组.
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6.4 基和维数

8. 设 W 是 n 维向量空间 V 的一个子空间, 且 0 < dimW < n. 证
明: W 在 V 中有不止一个余子空间.

设 W 的一个基为 {α1, . . . , αr}. 由扩基定理, 存在 αr+1, . . . , αn ∈ V 使

得 {α1, . . . , αn} 是 V 的基. 令 W ′ = L(αr+1, . . . , αn). 则 V = W ⊕W ′.
再令 W ′′ = L(αr+1 + α1, αr+2, . . . , αn). 则可以验证 V = W ⊕W ′′ 且

W ′′ 6= W ′. 因此 W 在 V 中有不止一个余子空间.

注 1. 设W 的一个基为 {α1, . . . , αr}. 由扩基定理,存在 αr+1, . . . , αn ∈
V 使得 {α1, . . . , αn} 是 V 的基. 令 W1 是 W 的一个余子空间, 即 V =

W ⊕W1. 从这里无法得出 {αr+1, . . . , αn} 是 W1 的基.

注 2. 部分同学直接考虑了 V = Fn. 按照定义, 数域 F 上的一个 n 维

向量空间 V 就是满足一些线性关系的一个非空集合. 比如
Fn = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ F}

是 F 上的一个 n 维向量空间. 再比如, 次数小于或等于 n− 1 的多项式构成

的空间

{a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 | a0, . . . , an−1 ∈ F}

也是 F 上的一个 n 维向量空间. 因此数域 F 上的一个 n 维向量空间 V 不

一定是 Fn.

注 3. 在叙述定理以及写证明的过程中, 如果某个记号首次出现, 需要
先指明或定义它是什么.
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6.5 坐标

4. 设
α1 = (1, 2,−1), α2 = (0,−1, 3), α3 = (1,−1, 0);

β1 = (2, 1, 5), β2 = (−2, 3, 1), β3 = (1, 3, 2).

证明 {α1,α2,α3} 和 {β1,β2,β3} 都是 R3 的基. 求前者到后者的过
渡矩阵.

计算过程与本节例 5 一样: 先分别求出关于标准基的过渡矩阵. 令
ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1).

则

(α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)


1 0 1

2 −1 −1

−1 3 0

 =: (ε1, ε2, ε3)A,

(β1,β2,β3) = (ε1, ε2, ε3)


2 −2 1

1 3 3

5 1 2

 =: (ε1, ε2, ε3)B.

于是 |A| = 8, |B| = −34. 从而
(β1,β2,β3) = (ε1, ε2, ε3)B = (α1,α2,α3)A

−1B.

因此 {α1,α2,α3} 到 {β1,β2,β3} 的过渡矩阵为

A−1B =


7
4

1
2

7
4

9
4

1
2

5
4

1
4

− 5
2

− 3
4

 .

过渡矩阵的定义参见第 238 页.

1 % matlab验算
2 A = sym( . . .
3 [ 1 0 1
4 2 -1 -1
5 -1 3 0 ] ) ;
6 B = sym( . . .
7 [ 2 -2 1
8 1 3 3
9 5 1 2 ] ) ;
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10 det (A)
11 det (B)
12 inv (A)∗B

注. 以上 α1,α2,α3, ε1, ε2, ε3 都是行向量, 且满足

(α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)


1 0 1

2 −1 −1

−1 3 0

 ,


α1

α2

α3

 =


1 2 −1

0 −1 3

1 −1 0




ε1

ε2

ε3

 .

令

A =


1 0 1

2 −1 −1

−1 3 0

 .

则

(α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)A,


α1

α2

α3

 = AT


ε1

ε2

ε3

 .

取转置可得列向量 αT
1 ,α

T
2 ,α

T
3 , ε

T
1 , ε

T
2 , ε

T
3 之间的等式.

αT
1

αT
2

αT
3

 = AT


εT
1

εT
2

εT
3

 , (αT
1 ,α

T
2 ,α

T
3 ) = (εT

1 , ε
T
2 , ε

T
3 )A.

注意区分以上四个等式.
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6.6 向量空间的同构

2. 设 f : V → W 是向量空间 V 到 W 的一个同构映射, V1 是 V 的

一个子空间. 证明 f(V1) 是 W 的一个子空间.

本题主要考察子空间的定义: 非空子集, 关于加法和数乘封闭.
因为 V1 是 V 的子空间, 所以 V1 不是空集. 从而 f(V1) 不是空集.
任取 β1, β2 ∈ f(V1), k1, k2 ∈ F . 则存在 α1, α2 ∈ V1 使得 f(α1) = β1,

f(α2) = β2. 于是
k1β1 + k2β2 = k1f(α1) + k2f(α2) = f(k1α2 + k2α2) ∈ f(V1).

6.7 矩阵的秩 齐次线性方程组的解空间

3. 设 A 是一个 m 行的矩阵, 秩A = r. 从 A 中任取出 s 行, 作一个
s 行的矩阵 B. 证明: 秩B ≥ r + s−m.

不同的思维习惯会得到不一样的证明 (证不出来也是一种, 重在思考的
过程, 就算证明 1 吧). 下面总结一下同学们的证明.

证明 1.

证明 2. 设 A 的行向量组为 {α1, . . . , αm}. 取 A 的一个极大无关组

{β1, . . . , βr}, 其余的 m− r 个向量记作 {γ1, . . . , γm−r}.
由题目, A 中取了 s 行构成矩阵 B. 设 s1 行在 {β1, . . . , βr} 中取, 其他

s− s1 行在 {γ1, . . . , γm−r} 中取.
那么, 秩B ≥ s1 且 s− s1 ≤ m− r. 于是, 秩B ≥ s1 ≥ r + s−m.

注意下标. 比如, 也可将 A 的一个极大无关组记作 {αi1 , . . . , αir}.
注意极大无关组与基的区别. 设 A 的行向量组为 {α1, . . . , αm}. 即

A =


α1

α2

...
αm

 .

取 {α1, . . . , αm} 的一个极大无关组 {αi1 , . . . , αir}. 则 {αi1 , . . . , αir} 是矩阵
A 的行空间 L (α1, . . . , αm) 的一个基.
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证明 3. 部分同学采用了参考答案的证明. 感觉参考答案读起来有点绕,
以下重写一下该证明.
设 A 的行向量组为

{α1, . . . , αm}.

设 B 的行向量组为

{αi1 , . . . , αis}.

设 B 的秩为 t, 则可取 {αi1 , . . . , αis} 的一个极大无关组

{αij1
, . . . , αijt

}.

将 {αij1
, . . . , αijt

}扩充为 {α1, . . . , αm}的一个极大无关组,需要添加 r−t个

向量. 因为 {αi1 , . . . , αis}\{αij1
, . . . , αijt

}中的向量都可以由 {αij1
, . . . , αijt

}
线性表出, 所以添加的 r− t个向量都在 {α1, . . . , αm} \ {αi1 , . . . , αis}中. 从
而 r − t ≤ m− s.

证明 4. 在矩阵 A 中选了 s 行得到矩阵 B. 现在保留矩阵 A 中的这 s

行, 将其他 m− s 行替换为零向量, 得到矩阵 B̃; 将这 s 行替换为零向量, 保
留其他 m− s 行, 得到矩阵 C̃. 则 A = B̃ + C̃. 因为

秩(B̃) +秩(C̃) =秩

(
B̃ 0

0 C̃

)
=秩

(
B̃ 0

B̃ C̃

)
=秩

(
B̃ 0

B̃ + C̃ C̃

)

≥秩

(
0 0

B̃ + C̃ C̃

)
≥秩

(
0 0

B̃ + C̃ 0

)
=秩(B̃ + C̃),

所以 秩(B) +m− s ≥秩(B̃) +秩(C̃) ≥ r.

证明 5. 即证
行A−秩A ≥行B −秩B.

在矩阵 B 的基础上添加 m− s 行, 行数会增加 m− s, 秩增加不超过 m− s.
所以上式成立.
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7.2 线性变换的运算

6. 设 Fn = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ F} 是数域 F 上 n 维行空间. 定
义

σ(x1, x2, . . . , xn) = (0, x1, . . . , xn−1).

(i) 证明: σ 是 Fn 的一个线性变换, 且 σn = θ;

(ii) 求 Ker(σ) 和 Im(σ) 的维数.

这里第一问有一个记号 θ, 很多同学搞不清. 在此解释一下不同的 “零”.
在教材第 262 页上: 令 θ 表示 V 到自身的零映射, 称为 V 的零变换.

用集合的语言表示就是

θ : V −→ V

α 7−→ 0.

在这个题目中取 V = Fn. 于是
θ : Fn −→ Fn

(x1, . . . , xn) 7−→ (0, . . . , 0).

数域 F 中的零 0
向量空间 V 中的零 0 (手写时可写成 0, 或 0⃗)
向量空间 V 到自身的零映射 θ

零子空间 {0} ⊂ V , {0} ⊂ F , {θ} ⊂ L(V )

F [x] 中的零多项式 f(x) = 0

行空间 Fn 中的零向量 (0, . . . , 0)

Fm×n 中的零矩阵 O (也可写成 O, 或 0m×n)
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7.3 线性变换和矩阵

5. 设 A 是数域 F 上一个 n 阶矩阵. 证明, 存在 F 上的一个非零多

项式 f(x) 使得 f(A) = O.

证明. 令 Mn(F ) 是数域 F 上全体 n 阶矩阵所成的向量空间. 因为
dim(Mn(F )) = n2,

所以 Mn(F ) 中的任意 n2 + 1 个矩阵线性相关.
因为 I, A,A2, . . . , An2

线性相关, 所以存在 F 中 n2 + 1 个不全为 0 的
数 a0, a1, . . . , an2 使得 a0I + a1A+ · · ·+ an2An2

= O. 令
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an2xn2

.

则 f(x) 是一个非零多项式, 且 f(A) = O.

• f(A) 的定义在教材第 184 页.

• 根据 Cayley-Hamilton 定理, f 的特征多项式也满足题目要求, 而且次
数更低, 为 n 次多项式. 当然, 它的证明也更加困难.
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7.5 本征值与本征向量

1(ii). 设

A =


4 −5 7

1 −4 9

−4 0 5

 .

求矩阵 A 在实数域内的特征根和相应的特征向量.

fA(x) = |xI −A| = (x− 1)(x2 − 4x+ 13).
A 在实数域内有特征根 1, 解方程可得相应的特征向量 k(1, 2, 1)T, 其中

k ∈ R \ {0}.

注. 按照特征向量的定义, 特征向量是非零向量. 所以要求 k ∈ R 且
k 6= 0.

5.

(i) 设 A 是复数域 C 上一个 n 阶矩阵. 证明: 存在 C 上 n 阶可逆

矩阵 T 使得

T−1AT =


λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 bn2 · · · bnn

 ;

(ii) 对 n 作数学归纳法证明, 复数域 C 上任意一个 n 阶矩阵都与一

个上三角矩阵 
λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
...

...
...

0 0 · · · λn


相似, 这里主对角线以下的元素都是零.

这里给出 (i) 的两个证明, 注意本征向量与特征向量的区别.

(i) 证明 1. 设 λ1 是 A 的一个特征根. 取 A 的属于 λ1 的一个特征向
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量 ξ1 (n 行列向量). 即 Aξ1 = λ1ξ1 且 ξ1 6= 0. 将 ξ1 扩充为 Cn 的一个基

{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.
对于 k = 1, 我们有 Aξ1 = λ1ξ1.
对于 k = 2, . . . , n, 设 Aξk = b1kξ1 + · · ·+ bnkξn.
令 T = (ξ1 ξ2 · · · ξn). 则

AT = (Aξ1 Aξ2 · · · Aξn)

= (ξ1 ξ2 · · · ξn)


λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 bn2 · · · bnn



= T


λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 bn2 · · · bnn

 .

因为 {ξ1, ξ2, . . . , ξn} 是 Cn 的一个基, 所以 T 可逆. 上式左乘 T−1 可

得 (i).

(i) 证明 2. 设 V 是复数域 C 上的一个 n 维向量空间. 设 σ : V → V

是一个线性变换, 且 σ 在 V 的某一个基下的表示矩阵为 A.
设 λ1 是 σ 的一个本征值. 取 σ 的属于 λ1 的一个本征向量 ξ1. 即

σ(ξ1) = λ1ξ1 且 ξ1 ∈ V \ {0}. 将 ξ1 扩充为 V 的一个基 {ξ1, ξ2, . . . , ξn}.
对于 k = 1, 我们有 σ(ξ1) = λ1ξ1.
对于 k = 2, . . . , n, 设 σ(ξk) = b1kξ1 + · · ·+ bnkξn.
则

(σ(ξ1) σ(ξ2) · · · σ(ξn)) = (ξ1 ξ2 · · · ξn)


λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

...
...

0 bn2 · · · bnn


=: (ξ1 ξ2 · · · ξn)B.

这里 =: 表示把出现的矩阵记为 B. 则 B 是 σ 在 V 的基 {ξ1, ξ2, . . . , ξn} 下
的表示矩阵. 从而 A 与 B 相似.
因为 A 与 B 相似, 所以存在可逆矩阵 T 使得 T−1AT = B.

16



注. 在 (i) 证明 2 中, 即使取 V = Cn. A 的属于特征根 λ1 的特征子空

间与 σ 的属于本征值 λ1 的本征子空间也可以是不同的. 试举例说明.

接下来给出 (ii) 的两个归纳法证明. 证明过程涉及多个不同型的矩阵,
注意它们的行数和列数.

(ii) 证明 1.
n = 1, 2 时, 由 (i) 可得 (ii) 成立.
假设任意一个 n 阶矩阵都与一个上三角矩阵相似.
设 A 是一个 n+ 1 阶矩阵. 由 (i), 存在 n+ 1 阶可逆矩阵 T 使得

T−1AT =


λ1 b1,2 · · · b1,n+1

0 b2,2 · · · b2,n+1

...
...

...
0 bn+1,2 · · · bn+1,n+1

 .

记

b = (b1,2 · · · b1,n+1),

B =


b2,2 · · · b2,n+1

...
...

bn+1,2 · · · bn+1,n+1

 .

由归纳假设, 存在 n 阶可逆矩阵 S 使得 S−1BS 是一个上三角矩阵. 于是,(
1 0

0 S−1

)
T−1AT

(
1 0

0 S

)

=

(
1 0

0 S−1

)(
λ1 b

0 B

)(
1 0

0 S

)

=

(
λ1 bS

0 S−1BS

)
是一个上三角矩阵. 证毕.

(ii) 证明 2. 设 A 是一个 n 阶矩阵. 我们来归纳地证明对于 k =

1, . . . , n − 1, 存在可逆矩阵 T 使得 T−1AT 的前 k 列主对角线以下的元素

都是零.
k = 1 由 (i) 可得.
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假设对于 k ∈ {1, 2, . . . , n− 2}, 存在可逆矩阵 T 使得

T−1AT =

(
B C

0 D

)
,

其中 B 是 k 阶上三角矩阵, C 是 k × (n− k) 型矩阵, D 是 n− k 阶矩阵.
下面考虑 k + 1 的情况. 由 (i), 存在 n− k 阶可逆矩阵 S 使得

S−1DS =

(
λ E

0 F

)
.

于是, (
Ik 0

0 S−1

)
T−1AT

(
Ik 0

0 S

)

=

(
Ik 0

0 S−1

)(
B C

0 D

)(
Ik 0

0 S

)

=

(
B CS

0 S−1DS

)
的前 k + 1 列主对角线以下的元素都是零.
最后, 取 k = n− 1 可得 (ii).

下面我们看看 deepseek 会给出怎样的证明. 先把题目的 LATEX 代码输
入 deepseek. deepseek 回答后再让它生成答案的 LATEX 代码.

% 7.5节第5题LaTeX代码
( i ) 设$A$是复数域$\mathbb{C}$上一个$n$阶矩阵 .
证明 : 存在$\mathbb{C}$上$n$阶可逆矩阵$T$使得
$$T^{ -1} A T = \ l e f t (\ begin{array}{ cccc}
\lambda_1 & b_{12} & \cdots & b_{1n} \\
0 & b_{22} & \cdots & b_{2n} \\
\vdots & \vdots & & \vdots \\
0 & b_{n2} & \cdots & b_{nn}
\end{array}\ r ight ) ; $$

( i i ) 对$n$作数学归纳法证明 , 复数域$\mathbb{C}$上任意一个$n$阶矩阵
都与一个上三角矩阵

$$\ l e f t (\ begin{array}{ cccc}
\lambda_1 & ∗ &\cdots & ∗ \\
0 & \lambda_2 &\cdots & ∗ \\
\vdots & \vdots & & \vdots \\
0 & 0 &\cdots & \lambda_n

18



\end{array}\ r ight )$$
相似 , 这里主对角线以下的元素都是零 .

(i) 证明

1. 特征向量构造：由于 C 是代数闭域，A 至少有一个特征值 λ1 和对应

的非零特征向量 v1（即 Av1 = λ1v1）。

2. 基扩充：将 v1 扩充为 Cn 的一组基 {v1, v2, . . . , vn}。

设 T = [v1 v2 · · · vn]，则 T 可逆。

3. 相似变换计算：计算 T−1AT 的第一列：

T−1ATe1 = T−1Av1 = T−1(λ1v1) = λ1e1,

其中 e1 = (1, 0, . . . , 0)T。

因此 T−1AT 具有所需形式：
λ1 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
0 bn2 · · · bnn

 .

(ii) 归纳证明

1. 基例（n = 1）：一阶矩阵本身就是上三角形式，结论成立。

2. 归纳假设：假设对所有 k ≤ n− 1 阶矩阵，命题成立。

3. 归纳步骤：由问题 (i)，存在可逆矩阵 T 使得：

T−1AT =

(
λ1 bT

0 B

)
,

其中 B 为 (n− 1)× (n− 1) 矩阵。

对 B 应用归纳假设，存在可逆矩阵 P 使得 P−1BP 为上三角矩阵。

令：

Q = T

(
1 0T

0 P

)
,
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则：

Q−1AQ =

(
λ1 bTP

0 P−1BP

)
即为所求的上三角矩阵。

关键点说明

• 问题 (i) 通过特征向量构造相似变换，将矩阵的第一列化简

• 问题 (ii) 利用归纳法将高阶矩阵的三角化问题逐步降阶

• 复数域的代数封闭性保证了特征向量的存在性

助教点评: 回答得很好. 看来这种难度的题目问 AI 就行了.

7.6 可以对角化的矩阵

4. 数域 F 上 n 维向量空间 V 的一个线性变换 σ 叫作一个对合变换,
如果 σ2 = ι, ι 是单位变换. 证明:

(i) σ 的本征值只能是 ±1;

(ii) V = V1⊕V−1,这里 V1 是 σ 的属于本征值 1的本征子空间, V−1

是 σ 的属于本征值 −1 的本征子空间.

提示: 设 α ∈ V , 则 α = α+σ(α)
2

+ α−σ(α)
2

.

证明. (i) 设 λ 是 σ 的一个本征值, 取对应的一个本征向量 ξ. 则 σ(ξ) = λξ

且 ξ 6= 0. 一方面, σ2(ξ) = σ(λξ) = λσ(ξ) = λ2ξ. 另一方面, σ2(ξ) = ι(ξ) =

ξ. 联立得 λ2ξ = ξ. 因为 ξ 6= 0, 所以 λ2 = 1, 即 λ = ±1.
(ii) 任取 α ∈ V . 由 σ(α+σ(α)

2
) = α+σ(α)

2
可得 α+σ(α)

2
∈ V1. 由

σ(α−σ(α)
2

) = −α−σ(α)
2

可得 α−σ(α)
2

∈ V−1. 因为 α = α+σ(α)
2

+ α−σ(α)
2

,
所以 α ∈ V1 + V−1. 由 α 的任意性可得 V ⊂ V1 + V−1. 显然 V1 + V−1 ⊂ V .
因此, V = V1 + V−1.
任取 α ∈ V1 ∩ V−1. 则 σ(α) = α 且 σ(α) = −α. 从而 α = 0. 因此,

V1 ∩ V−1 = {0}.
因此, V = V1 ⊕ V−1.
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总结

• 这个题目看起来不是很困难. 但很少有同学能把证明准确地写下来:
没有区分本征向量与特征向量; 没强调 ξ 6= 0; 验证 V = V1 ⊕ V−1 时没

有说明 V1 ∩ V−1 = {0}; 数学表达不规范; ...

• 由 (i) 可得对合变换 σ 的本征值只能是 ±1, 但无法知道 σ 是不是有本

征值. 由 (ii) 可得对合变换 σ 的确有本征值.

• 本小节的标题是可对角化的矩阵. 那么对合变换 σ 是不是可对角化的?
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8.1 向量的内积

7. 设 α1, α2, . . . , αn 是欧氏空间的 n 个向量. 行列式

G(α1, . . . , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈α1, α1〉 〈α1, α2〉 · · · 〈α1, αn〉
〈α2, α1〉 〈α2, α2〉 · · · 〈α2, αn〉

...
...

...
〈αn, α1〉 〈αn, α2〉 · · · 〈αn, αn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
叫作 α1, . . . , αn 的格拉姆 (Gram) 行列式. 证明 G(α1, . . . , αn) = 0

当且仅当 α1, . . . , αn 线性相关.

证明一.
=⇒. 设 G(α1, . . . , αn) = 0. 则存在 (k1, . . . , kn) ∈ Rn \ {0}, 使得

〈α1, α1〉 〈α1, α2〉 · · · 〈α1, αn〉
〈α2, α1〉 〈α2, α2〉 · · · 〈α2, αn〉

...
...

...
〈αn, α1〉 〈αn, α2〉 · · · 〈αn, αn〉




k1

k2
...
kn

 =


0

0
...
0

 .

于是 
〈α1, k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn〉
〈α2, k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn〉

...
〈αn, k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn〉

 =


0

0
...
0

 .

从而

〈k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn, k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn〉

=
n∑

j=1

kj〈αj , k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn〉 = 0.

因此 k1α1 + · · ·+ knαn = 0. 因为 k1, . . . , kn 不全为 0, 所以 α1, . . . , αn 线性

相关.
⇐=. 设 α1, . . . , αn 线性相关. 则存在 (k1, . . . , kn) ∈ Rn \ {0}, 使得
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k1α1 + · · ·+ knαn = 0. 因此,
〈α1, α1〉 〈α1, α2〉 · · · 〈α1, αn〉
〈α2, α1〉 〈α2, α2〉 · · · 〈α2, αn〉

...
...

...
〈αn, α1〉 〈αn, α2〉 · · · 〈αn, αn〉




k1

k2
...
kn



=


〈α1, k1α1 + · · ·+ knαn〉
〈α2, k1α1 + · · ·+ knαn〉

...
〈αn, k1α1 + · · ·+ knαn〉

 =


0

0
...
0

 .

因为 k1, . . . , kn 不全为 0, 所以 G(α1, . . . , αn) = 0.

证明二.
由推论 8.2.1, 不妨设 α1, α2, . . . , αn ∈ Rn. 这时 α1, α2, . . . , αn 可看做

n 行的列向量. 因此
〈α1, α1〉 〈α1, α2〉 · · · 〈α1, αn〉
〈α2, α1〉 〈α2, α2〉 · · · 〈α2, αn〉

...
...

...
〈αn, α1〉 〈αn, α2〉 · · · 〈αn, αn〉



=


αT
1 α1 αT

1 α2 · · · αT
1 αn

αT
2 α1 αT

2 α2 · · · αT
2 αn

...
...

...
αT
nα1 αT

nα2 · · · αT
nαn

 =


αT
1

αT
2

...
αT
n

 (α1 α2 · · · αn)

= ATA.

这里 A = (α1 α2 · · · αn) ∈ Mn(R). 于是 G(α1, . . . , αn) = |ATA| =
|A|2. 从而 G(α1, . . . , αn) = 0, 当且仅当 |A| = 0, 当且仅当 α1, . . . , αn 线性

相关.
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8.2 正交基

3. 令 {α1, α2, . . . , αn} 是欧氏空间 V 的一组线性无关的向量,
{β1, β2, . . . , βn} 是由这组向量通过正交化方法所得的正交组. 证明,
这两个向量组的格拉姆行列式相等 [8.1 习题 7], 即

G(α1, . . . , αn) = G(β1, . . . , βn) = 〈β1, β1〉〈β2, β2〉 · · · 〈βn, βn〉.

证明一.
由正交化方法得

βk = αk −
k−1∑
j=1

〈αk, βj〉
〈βj , βj〉

βj , k = 1, . . . , n.

从而

αk =

(
k−1∑
j=1

〈αk, βj〉
〈βj , βj〉

βj

)
+ βk, k = 1, . . . , n.

令

Z =


1 ⟨α2,β1⟩

⟨β1,β1⟩ · · · ⟨αn,β1⟩
⟨β1,β1⟩

0 1 · · · ⟨αn,β2⟩
⟨β2,β2⟩

...
...

...
0 0 · · · 1

 .

则

(α1 α2 · · · αn) = (β1 β2 · · · βn)Z.

令

X(α1, . . . , αn) =


〈α1, α1〉 〈α1, α2〉 · · · 〈α1, αn〉
〈α2, α1〉 〈α2, α2〉 · · · 〈α2, αn〉

...
...

...
〈αn, α1〉 〈αn, α2〉 · · · 〈αn, αn〉

 .

下面验证

X(α1, . . . , αn) = ZT X(β1, . . . , βn) Z.

将 Z 的第 i 行第 j 列的元素记作 zij . 下面计算 ZT X(β1, . . . , βn) Z 的第 i
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行第 j 列,

(z1i z2i · · · zni)


〈β1, β1〉 〈β1, β2〉 · · · 〈β1, βn〉
〈β2, β1〉 〈β2, β2〉 · · · 〈β2, βn〉

...
...

...
〈βn, β1〉 〈βn, β2〉 · · · 〈βn, βn〉




z1j

z2j
...

znj



= (z1i z2i · · · zni)


〈β1, z1jβ1 + · · ·+ znjβn〉
〈β2, z1jβ1 + · · ·+ znjβn〉

...
〈βn, z1jβ1 + · · ·+ znjβn〉


= 〈z1iβ1 + · · ·+ zniβn, z1jβ1 + · · ·+ znjβn〉

= 〈αi, αj〉.

这说明 X(α1, . . . , αn) = ZT X(β1, . . . , βn) Z. 因此
G(α1, . . . , αn) = |ZT| G(β1, . . . , βn) |Z|

= G(β1, . . . , βn)

= 〈β1, β1〉〈β2, β2〉 · · · 〈βn, βn〉.

证明二.
由推论 8.2.1, 不妨设 α1, α2, . . . , αn ∈ Rn. 这时 α1, α2, . . . , αn 可看做

n 行的列向量. 由正交化方法得

αk =

(
k−1∑
j=1

〈αk, βj〉
〈βj , βj〉

βj

)
+ βk, k = 1, . . . , n.

令

Z =


1 ⟨α2,β1⟩

⟨β1,β1⟩ · · · ⟨αn,β1⟩
⟨β1,β1⟩

0 1 · · · ⟨αn,β2⟩
⟨β2,β2⟩

...
...

...
0 0 · · · 1

 .

则

(α1 α2 · · · αn) = (β1 β2 · · · βn)Z.
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令

X(α1, . . . , αn) =


〈α1, α1〉 〈α1, α2〉 · · · 〈α1, αn〉
〈α2, α1〉 〈α2, α2〉 · · · 〈α2, αn〉

...
...

...
〈αn, α1〉 〈αn, α2〉 · · · 〈αn, αn〉

 .

则

X(α1, . . . , αn) =


αT
1

αT
2

...
αT
n

 (α1 α2 · · · αn)

= ZT


βT
1

βT
2

...
βT
n

 (β1 β2 · · · βn) Z

= ZT X(β1, . . . , βn) Z.

因此

G(α1, . . . , αn) = |ZT| G(β1, . . . , βn) |Z|

= G(β1, . . . , βn)

= 〈β1, β1〉〈β2, β2〉 · · · 〈βn, βn〉.

10. 设 U 是一个正交矩阵. 证明:

(i) U 的行列式等于 1 或 −1;

(ii) U 的特征根的模等于 1;

(iii) 如果 λ 是 U 的一个特征根, 那么 1
λ
也是 U 的一个特征根;

(iv) U 的伴随矩阵 U∗ 也是正交矩阵.

(ii)设 λ为 U 的一个特征根, α为 U 的属于 λ的特征向量. 则 Uα = λα

且 α 6= 0. 注意
U ∈ Mn(R) ⊂ Mn(C), λ ∈ C, α ∈ Cn \ {0}.
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在 Uα = λα 的两边取共轭可得 Uα = λα. 再取转置可得 αTUT = λαT. 因
此

αTUTUα = λαTλα.

于是 (λλ− 1)αTα = 0. 因为 α 6= 0, 所以 αTα 6= 0. 从而 |λ|2 = λλ = 1, 即
|λ| = 1.
注意, 如果不取共轭, 我们只能得到 (λ2 − 1)αTα = 0. 由于 αTα 可能

是零, 故无法得出 λ2 − 1 = 0. 例如, 对于

α =

(
1

i

)
,

我们有 α 6= 0, 且 αTα = 12 + i2 = 0.
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